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あらまし 高次元ベクトルデータの類似性は，ユークリッド距離よりもむしろ相関係数によって測られることが多い．

このとき，高次元ベクトルデータは正規化することにより単位超球面上の点とみなすことができ，�つのベクトルの

相関係数は単位超球面上の測地線に沿う長さとなる．つまり高次元ベクトルデータを超球面データとみなす場合，測

地線に沿う長さを基準として色々な推定が行われる必要がある．そこで本稿では単位超球面上の点列に超曲面をあて

はめるための手始めとして，まずは二次元球面上のデータに対して測地線に沿う距離の二乗を最小化することによっ

て一次元曲線あてはめる手法を提案する．そしてこの提案手法が計量のユークリッド化を利用した曲線のあてはめ問

題と関係があることを特殊な場合について証明する．

キーワード 球面最小二乗法，曲線あてはめ，測地線，ユークリッド化
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�� は じ め に

近年超球面上のデータ解析が重要な地位を占めつつある．

コンピュータビジョンにおいて反射屈折カメラや魚眼カメ

ラなどの全方位カメラが広く用いられ，ロボットナビゲー

ションや監視システム等に利用されている．そして全方位カ

メラを統一的に理解するために球面カメラが定義されてい

る ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����	 ここで球面カメラにおい

て，
次元空間の点や直線は �次元球面 �� 上の点や大円に射

影されるので，� 次元球面 �� 上のデータ解析はコンピュータ

ビジョンにおいて重要である．またコンピュータビジョンにお

けるカメラ運動は，カメラの正面方向にのみ着目すると，その

軌跡は球面上の点列と対応づけることができる ���� ���� ����� ����

（詳細は ����参照）	 このときカメラ運動の平滑化は球面上の点

列に小円や大円 ���� ����，そしてそれらをつなげた連接小円 ����

をあてはめることによって実現できる．

金融工学では，�つの超球面データの内積を並べてできる相

関行列が投資モデルにおいて重要な役割りを果たす �
�．シミュ

レーションにおいて計算コストを削減するには相関行列の次元

削減を行うことが重要であり ��
�，これは単位超球面データに

大超球面をあてはめることに相当する．そしてバイオインフォ

マティクスにおける遺伝子表現プロファイルやデータマイニン

グにおける文章解析においても，データのノルムを無視し，超

球面上のデータと等価な方向データとみなすことが行なわれて

いる ����	 以上の例からもわかるように超球面データ解析は近

年重要な意味を持っている．
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超球面データ解析における一つの主題は高次元データの次元

圧縮である．その際，超球面の部分空間として大超球面や小超

球面をあてはめるのが簡明である．というのは大超球面や小超

球面は超球面とユークリッド空間との交わりとしてとらえられ

るからである．しかし，このような線型に近い構造のあてはめ

ではなく，非線型な構造をあてはめることを考えるとき，超球

面の部分空間として大超球面や小超球面以外の一般の超曲面を

あてはめる必要が生じるだろう．

本稿では，そのあてはめ手法として球面上の点列に助変数

で表現される曲線をあてはめることを考え，手始めに二次元

球面上の点列に緯度経度を座標変数とする曲線をあてはめる

問題に対する解法を提案する．この際，曲線とデータ点のず

れを測地線に沿う距離によって測る，つまり球面最小二乗基

準（��������� 	��
� ��
���
；�	�） により曲線をあては

める．

また，球面を等方向射影によって平面に射影し，球面上の測

地線に沿う距離に関する最小二乗法を平面上でのユークリッ

ド距離に関する重みつき最小二乗法で近似するユークリッド

化 ���� ���� が提案されているが，本稿では，航程線のあてはめ

問題における提案手法と，メルカトル図法によって平面に射影

場合のユークリッド化を用いた推定とが本質的に等価であるこ

とを示す．

�� 問 題 設 定

ノイズを含むデータに対して曲線をあてはめることはデータ

解析において基本的かつ重要な過程である．そこで本稿では，

二次元球面 �� 上において，ノイズを含むデータに対して緯度

と経度の関係式で表現された助変数を含む曲線をあてはめる手

法を提案する．

�� � 球面最小二乗基準

観測されたノイズを含むと考えられるデータ点を��� � � � ���

とする．ここで ������ 
 �（� 
 �� � � � ��）である．

球面上において �� から曲線に下した垂線の足（注�）を ��� とす
るとき

�� 
 �����
������� ��� ���

として，

��
���

����� ���

を最小とするような曲線（を記述する助変数）を求める．

�� � 球面の緯度経度

二次元球面 �� 上の点は，緯度と経度で表現することができ

る．本稿では，緯度及び経度が非負の値となるように修正した

補緯度（�������
��）と補経度（��������
��）（注�）を座標変

（注�）：ある点から曲線に対して測地線に沿う距離が最小となるような測地線を

垂線と呼び，測地線に沿う距離が最小となるような点を垂線の足と呼ぶ．

（注�）：緯度と補緯度は明確に区別されているが，経度と補経度は �� を法とし

て合同なため，特に区別しないことが多く，文献 ��
�����	 においても，補緯度

のみしか定義されていない．

数として二次元球面を表現する．

補緯度とは，北極が �，南極が � となるように緯度を修正し

たもので，補緯度 �（� �
 � �
 �）と地球を表現する緯度������

（北緯を �，南緯を �とする）との間には

�� ������ 

�

�
�
�

という関係があり，補経度 	（� �
 	 � ��）と地球を表現する

経度 	����� （西経を �，東経を �とする）との間には

	 


�
	����� � �� ��� � 	����� � ��

	����� �� �
 	����� �
 ��
���

という関係がある．

補緯度と補経度を用いると，二次元球面上の点の三次元座

標は

� 


��


�

�

	
 


�� ���� ���	

���� ���	

��� �

	
 ���

と表現される．この三次元座標から補緯度，補経度を求める

には

� 
 ����� �� 	 
 ��� �
� �
� ���

（
は虚数単位）とすれば良い（ここで極の補経度は �であると

する）．

�� � 微小距離～弧と弦～

補緯度と補経度の組を � 


�
�

	

�
とすると，それに対応す

る三次元座標は

���� 


�� ���� ���	

���� ���	

��� �

	
 ���

となる．今，����が微小変化して

���� Æ�� 
 ���� � Æ� ���

になったとする．このとき，Æ�は �点 ����と ���� Æ��を

結ぶ弦の長さであり，幾何学的に，弦の長さと弧の長さ � との

間には

��Æ���
�


 ���
�

�
���

という関係が成立する．よって

� 
 � �����
��Æ���
�

����

が成立する．なお式 ����を一次近似すると

� 
 ��Æ��� ����

となり，弦の長さと弧の長さの差は �次以上の微小量となるこ

とがわかる．つまり誤差が小さいと考えて良い場合，弧を弦で

近似しても良いということになる．
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�� � 計 量

二次元球面上の点の三次元座標は補緯度と補経度の組 �から

三次元座標 �への写像と考えることができ，その写像を

� �

�
�

	

�
��

��


�

�

	
 ����

と表現すると，そのヤコビ行列（�������� ������）�� は

�� 

��

��



�� ���� ���	 � ���� ���	

��� � ���	 ���� ���	

� ���� �

	
 ��
�

となり，計量テンソル �� は

�� 
 ����� 


�
� �

� ���� �

�
����

となる．このとき，

Æ���� 
 ��Æ� ����

であるから，

��Æ���� 
 Æ�������Æ� 
 Æ����Æ� ����


 Æ�� � ���� � Æ	� ����

が成立する．これは微小変化を � 次近似したものであるから，

�次近似の範囲内では，測地線に沿う誤差 �は

�� 
 Æ�� � ���� � Æ	� ����

と近似されることがわかる．

�� 緯度経度を変数とする曲線

緯度経度を変数とする曲線として主なものは大圏航路（�����

������ ��
���）と航程線（��
�� ���� または ���������）

である．大圏航路は測地線に沿う距離であり，二次元球面 ��

と原点を通る平面との交線としてとらえた方が簡単ではある

が，本稿では助変数を利用してとらえることにする．また，航

程線は大航海時代に活躍した航行法であり，曲線と経線とのな

す角度が常に一定となる曲線である．このとはメルカトル図法

（�������� ����������） において航程線が直線で表現され

ることを意味する．

本節では，まずこれら �つの曲線について考察し，次に一般

的な曲線について考察することとする．

�� � 大 圏 航 路

大圏航路は大円であり，�� と原点を通る平面との交わりとし

てとらえることができるので，大圏航路の助変数表示は，三次

元空間における原点を通る平面の助変数表示 �
� �� � �� 
 �

を利用して

� ���� ���	 � � ���� ���	 � � ��� � 
 � ����

となる．

なお，�点 ���� 	��，���� 	��（� �
 	� �
 	� � ��）を通る

大圏航路は

���� 
 �����
����	� � 	�

����	� � 	��
� �����

����	� � 	�

����	� � 	��
����

となる．

�� � 航 程 線

航程線はメルカトル図法

� 
 ������������� 
 ���



��� �

�




 � � 
 	 ����

において直線をあらわすので，航程線の助変数表示は，直線の

助変数表示 ��� �� � � 
 �を利用して

� ������������� � �	 � � 
 � ����

となる．

なお，� 点 ���� 	��，���� 	��（� �
 	� �
 	� � ��）を通る

航程線の方程式は，

� 


�� 	� � 	�

��������������� ��������������

	� ����
���������� 	� ����

���������

	
 ��
�

として

�
�

�� �������������

	

�

	
 
 � ����

となる．

�� � 緯度経度を変数とする曲線

補緯度 �，補経度 	を変数とし，助変数 �によって記述され

る曲線群を

���� 	��� 
 �
�� ���	� 
 � ����

とする．

観測されたデータ点を

�
��

	�

�
（� 
 �� � � � ��）とし，それ

らデータ点の真の値，つまり曲線 ���� 	��� 
 �へ下した垂線

の足を

� ����	�
�
（� 
 �� � � � ��）とする．

このとき，� ����	�
�
�
�

��

	�

�



�
Æ��

Æ	�

�
����

とすると，

������ �	���� � ����� 	���� ����

� Æ��
��

��
���� 	����

� Æ	�
��

�	
���� 	���� 
 � ����

が成立する．ここで

������ 	����

��

 �

� ��

��
���� 	��� ����

������ 	����

�	

 �

� ��

�	
���� 	�� �
��

により，

��� 

��

��
���� 	��� �
��

�	� 

��

�	
���� 	�� �
��
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とおくと，

Æ��������� � ������Æ	�� � �

�����
����	�� �

�


 ���� ����� �	�� �
��

だから，����� 
 �Æ���� � ���� �� �Æ	��� の最小値は

����� 

�
�

�
� ����� �	��� ����� �	�����

�
�

�
����������� �

��	����	���

���� ��

�
�

�
��

である．ここで，

��� ��
�� 
 ����������� �

��	����	���

���� ��
�
��

とおくと，

����� 

�
�

�
� ����� �	��� ����� �	�����

�
���� ��

���
�
��

となり，球面最小二乗法による曲線のあてはめ問題は

���� 


��
���

����� �
��




��
���

�
�

�
� ����� �	��� ����� �	�����

�
���� ��

���
�
��

を最小にする �を求めれば良い．

�� � 一 般 化

� 次元空間 �� のベクトル � の集合である � 次元曲面を記

述する � 個の座標変数を並べてできるベクトルを�����	 とし，

�個の助変数を並べてできるベクトル �����	 によって記述され

る曲線群を

������ 
 �
�

����	
� ���
����	


 � ����

とする．

観測されたデータ点を ��（� 
 �� � � � ��）とし，それらデー

タ点の真の値，つまり曲線 ������ 
 �へ下した垂線の足を ���
（� 
 �� � � � ��）とする．

このとき，

��� � �� 
 Æ�� ����

とすると，

�������� � ������ �
��

��
������

����	

Æ�� 
 � ����

が成立する．

��

��
������

����	


 �
�

����	

��

��
���

����	

��
�

により，写像 � に対するヤコビ行列を �� を

�� 
 �� ��
��

����	



��

��
���� ����

とおくと，

��

��
������ Æ�� 
 �

� �� ��
�� Æ�� 
 ��������� ����

が成立するので，写像

� � � �� � 
 ���� ����

に対するヤコビ行列 ��，計量テンソル �� を

�� 
 �����
����	



��

��
� ����

�� 
 �����
����	


 ����� ����

と定義すると，

����� 
 ��Æ����� 
 Æ���

����	

��
����	

Æ��

����	

����

であるから，条件

�
�
�
�� Æ�� Æ��� ���

�
� 
 ��������� ����

における

����� 
 Æ���

����	

��
����	

Æ��

����	

����

の最小値を求めれば良く，コーシー・シュワルツの不等式（附

録 �）により

����� 

���������

��
�
�� ���� ���

�
�

����



�
�

�
��� ����� ���

�
�

��
�
�� ���� ���

�
�

��
�

となる．ここで，

�� � 
 � ����� ����

である．

さて，式 ��
�において

��� 
 ��� ����� ���� �� 
 �� ���� ��� ����

とおくと，球面最小二乗法による曲線のあてはめ問題は

���� 

��
���

�� ����

�����
����

を最小にする �を求めることとなる．

�� 球面上の曲線のあてはめ問題の解法

本節では，� ��� ���による式 ���� の最小化アルゴリズムを

紹介する．ここで ���� 	���は助変数 �に対して十分に滑らか

であるとし，�が少し変化した場合の �����，����	 の変化

は十分に小さいものとする．

さて，助変数 �の近似値 �
 が得られたとき，

�� 
 �
�


 �
�
�
 ����

とするとエネルギー関数 ����は
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���� � ����� 


��
���

�
�

�
�

��
��

�
�


 �
�

�
��
���

�

��
��

�
� ����

と近似でき，これを最小にする �は行列

��
���

�

��
�� ����

の最小固有値に対応する固有ベクトルとなる．

�� � アルゴリズム

��� �� �
 � !�� � 
 �� � � � ��

��� ���，�"�を繰り返す

���

��
���

�

��
�� の最小固有値に対応する単位固有ベクトル ��

を求める．

�"� �� �
 ������� !�� � 
 �� � � � ��

�� � 大圏航路のあてはめ

大圏航路の表現は

���� 	��� 
 �
�

�� ���� ���	

���� ���	

��� �

	
 
 � ����

であるから，

�� 


�� ���� ���	 � ���� ���	

��� � ���	 ���� ���	

� ���� �

	
 ����

となる．また

�� 


�
� �

� ���� �

�
����

より

���� 

�

���� �

�
���� � �

� �

�
��
�

となるので ��� � 
  � などと書くと

�� 


��  ���
�
�  ���� �  �����

 ���� �  �� 
�
�  � ���

 ����� �� � � ���

	
 � ����

�� 


�� ����
�
� �  �� 

�
� � ���� � � �����

� ���� � ��� 
�
� �  ���

�
� � ��� �

� ����� � ��� �  ��

	
 ����

が成立する．

�� � 航程線のあてはめ

航程線の表現は

���� 	��� 
 �
�

�� ������������

	

�

	
 
 � ����

であるから，

�� 


��� �

����
�

� �

� �

	
 ����

となる．また

�� 


�
� �

� ���� �

�
����

より

���� 

�

���� �

�
���� � �

� �

�
����

となるので， � 
 ��������������とおくと

�� 


�� � ���  �	�  �

 �	� �	��� 	�

 � 	� �

	
 � ����

�� 

�

���� ��

�� � � �

� � �

� � �

	
 ����

が成立する．

�� 計量のユークリッド化

球面最小二乗法を近似するために超球面上の計量のユークリッ

ド化（�
�������������� � ������）が提案された ���� ����．

計量のユークリッド化とは，空間を変換する際に，もとの空間

の計量をなるべく保存するために導入される計量の変換規則の

ことである．

計量のユークリッド化は藤木・赤穂 ���� ���� によって等方向

射影（��
�!����������� ����������）の場合に提案された．

� 次元ユークリッド空間の正規直交座標から � 次元空間への

写像

� � � �� � 
 ���� ����

において，ヤコビ行列 �� の行列式であるヤコビアン（����!

���� �����������）の絶対値は

� #$������ %�$�$ �� 

��

��
��
�

となる．このヤコビアンを用いると，�次元体積要素は �#$������
倍されるので，

� 次元超球面 ����から � 次元空間への写像

� 
 ���� �� � 
 ���� ����

において，� 次元体積要素は

� 

� #$������
� #$������ %�$�$ �� 


��

��
����

倍される．よって線分長は平均して �
�

� 倍拡大されると期待で

きる．

そこで写像先の空間で，もとの空間の最小二乗法を近似的に

表現するためには，写像先の空間において線分長に ��
�

� の重

みを加えた重みつき最小二乗法を適用すれば良いというのが
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ユークリッド化の考え方である．

この考え方の下では，ユークリッド化は球面から超平面への

等方向射影の場合だけでなく，より一般的な写像についても考

えることができる．そこで，航程線が直線として表現されるメ

ルカトル図法において計量のユークリッド化を考え，提案手法

と比較する．

"� � メルカトル図法のユークリッド化

球面をメルカトル図法に射影したとき，補緯度 �，補経度 	

近辺の面積要素がどの程度拡大されるかを考えてみる．

写像 �を

� �

�
�

	

�
��
�

�

�

�



�
������������

	

�
����

とおくと，�のヤコビ行列は

�� 


�� �

����
�

� �

�
����

であるから，�のヤコビアンの絶対値は

� #$������ 





#$��� �

����
�

� �

�



 
 �

����
����

となる．また，�次元球面上での補緯度 �，補経度 	 における

面積要素は

���� !�!	 ����

であるから，

�� 
 ��� � ����

が成立する．よって

� 

�

���� �
����

が成立し，補緯度 �，補経度 	 近辺において線分は，その平方

根である

�
� 


�

� ����� ����

倍拡大されることが期待できる．

よって，球面上における測地線に沿う誤差 �� が小さいとき，

����� はメルカトル図法上での誤差 �Æ���� � �Æ���� に重みを

つけた

���� ����Æ���� � �Æ����	 ��
�

で近似できるという考え方がユークリッド化であり，球面上で

球面最小二乗基準による航程線のあてはめ問題は，ユークリッ

ド化により，メルカトル図法上での重みつき最小二乗基準によ

る直線あてはめ問題で近似をすることができる．

さて，このメルカトル図法上での重みつき最小二乗基準によ

る直線あてはめ問題は

�� 
 �������������� �� 
 	� ����

と座標変換した後，直線

�
�

���

�

�

	
 
 �
�
� 
 � ����

をあてはめる問題となる．ここで座標変換されたデータ点と直

線の距離は条件

�
�

���

�

�

	
 
 �
�
� 
 � ����

における

����� 
 ���� ����Æ���� � �Æ����	 ����

の最小値であり，

����� 

����������������

�
�

�
�

���� ��
���

�

�

�
�

����

となる．ここで � ��� 


���

�

�

	
だから

�� 


�� � �

� �

� �

	
 ����

である．すると，

����
����� 

��
���

����������������
�
�

�
�

���� ��
���

�

�

�
�

����

を最小化する �を求める問題に帰着されることがわかる．

ここで

�
� 


�� ���������� ���

	�

�

	
 � ����

���
�

� 


�� � � �

� � �

� � �

	
 ����

であるから， � 
 ��������������とおくと

��������� 


�� � ���  �	�  �

 �	� �	��� 	�

 � 	� �

	
 
 ��� ��
�

�

���� ��
���

�

� 
 �� ����

となり，

����
����� 

��
���

�� ����

�����
����

は式 ����と等しくなる．つまり，航程線のあてはめにおいて，

球面最小二乗法による曲線のあてはめが，球面をメルカトル図

法に射影したときのユークリッド化により実現できていること

がわかる．
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�� お わ り に

本稿では，二次元球面上の点列に緯度経度を座標変数にもつ

曲線をあてはめる手法を提案した．また，航程線のあてはめに

おいて，提案手法がメルカトル図法におけるユークリッド化と

一致することを証明した．今後は他の曲線のあてはめ問題と

ユークリッド化の関係，多次元球面上のあてはめへの拡張など

を探って行きたい．
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附録�� コーシー・シュワルツの不等式

�次元実ベクトル �，� 
 �� に対して

���������� "
 ������

（等号は�と �が平行なとき）が成立する．これをコーシー・シュ

ワルツの不等式（#�
��$!���%���&
 ����
����$）と呼ぶ．

証明は任意の #に対して

��� #������ #�� "
 �

だから，#について判別式をとれば良い．

今，正値対称行列 �があるとする．そして � 
 $$� とコレ

スキー分解されるものとする．このとき，

� 
 $��� � 
 $���

とおくと �，� に対するコーシー・シュワルツの不等式から

���������� "
 ������

であるから，

�������������� "
 ������

が成立する．

よって

�
��� "


������

������

が成立する．
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